
 تعریف

 ةٌ شٌ ٍر هقتی طُىد نی تظکیل صُرت ةٌ نجهُعَایی آىگاً. ةاطد 1 ةراةر نقدارش ه ثاةت تایعی F اگر

 ةٌ را D خجم ةياةرایو پُطاىيد نی را D فضای ىَایت در ه طُىد نی ةیظتر ه کُچکتر خاىٌ کييد نیل صفر

 . کيیم نی تعریف زیر گاىٌ شٌ اىتگرال صُرت

 . کيیم نداشتٌ را خهیدً ٍای رهیٌ در ندصُر اجصام خجم ةُد خُاٍیم قادر نا فرنُل ایو تُشط

 گاىٌ شٌ ٍای اىتگرال نداشتٌ

 ةلکٌ. کيیم نی اشتفادً خد یک صُرت ةٌ آن نصتقیم تيعریف از ىدرت ةٌ گاىٌ شٌ اىترگال نداشتٌ ةرای

 شٌ اىترگال ، نکرر یگاىٌ گیری اىتگرال از اشتفادً ةا ه ةریهو نی کار ةٌ را فُةیيی قضیٌ ةعدی شٌ صُرت

 . کيیم نی نداشتٌ را گاىٌ

 فُةیيی تقصیم

 : داریم ، ةاطد پیُشتٌ نصتعیلی ىاخیٌ ةر اگر

 کٌ C اشتُاىٌ ةٌ ظرف از ه رهیٌ ةٌ ةالا از رهیٌ ةٌ پاییو از کٌ دارزیم D چُن ای ىاخیٌ کيید فرض نثلا

 کيیم نی فرض. ةگیریم اىتگرال چُن ای پیُشتٌ تاةع از خُاٍیم نی ه ةاطد نی نددهد اشت Z   ندُر نُازی

R قائم تصُیر D صفدَع رهی xy ةاطد .R ٌصفدٌ در ای ىاخی xy کٌ اشت C اشت کردً ندصُر را آن .

 اىتگرال اىجام ةرای ترتیب ده( ٍهیظٌ هىٌ) گاً گاىٌ ده اىترگال یک نداشتٌ در ، داىیم نی کٌ ظُر ٍهان

 اىتگرال ةرای ترتیب طض( ٍهیظٌ ىٌ ه) گاً ٍم گاىٌ شٌ ٍای اىتگرال نُرد در دارد هجُد یگاىٌ ٍای گیری

 . کرد اشتفادً اىتگرال نداشتٌ ةرای تُان نی ترتیب طض ٍر از کٌ دارد هجُد گیری

 گاىٌ ده ٍای اىتگرال نُرد در کٌ رهطی از تُان نی ، خاصی نُرد ٍر در گیری اىتگرال Z خدهد تعییو ةرای

 ندُر ةا ه گذرد نی R در( x,y) چُن ای ىقعٌ از L چُن خعی کيیم نی فرض. کرد اشتفادً رهد نی کار ةٌ

Z هقتی. اشت نُازی Z هارد در خط اشو یاةد نی افزایض D ایو ةٌ. طُد نی خارج آن از در ه طُد نی 

 اشت تاةعی گیری اىتگرال ایو ىتیجٌ خال. آید نی دشت ةٌ Z ةٌ ىصتت گیری اىتگرال پاییو ه ةالا خد ترتیب

 ىَایت در ه. گیریم نی اىتگرال R رهی آن از ، نعهُل رهش ةٌ آن خدهد تعییو ةا کٌ y,x نتغیر ده تيَا از

 . دٍد نی ةدشت نا ةرای را دلخُاً ىاخیٌ خجم گاىٌ شٌ ٍای اىتگرال ایو جُاب

 دادن ةرش رهش ةٌ خجم نداشتٌ

. کيیم نی Ah صُرت ةٌ اشظت h ارتفاعض ه A آن قاعدً نصاخت کٌ را ای اشتُاىٌ خجچم اهل هٍلٌ در

 ٍای اشتُاىٌ نُرد در فضایی ٍيدشٌ در( خجم= قاعدً نصاخت*ارتفاع) فرنُل از اشت تعهیهی تعریف ایو

 در کٌ اشت نددهد صفداتی ةٌ جصم کيید فرض اکگيُن. دلخُاً ٍای قاعدً ةا ٍایی اشتُاىهٌ ةٌ نصتدیر



b,a ندُر ةر x خجهی جصم ایو کٌ اشت ةدیَی کيد نی تغییر صفدٌ ده ایو ةیو طکلض ه عهُدىد ٍا 

  کيیم؟ تعریف را آن ختی یا ه کيیم نداشتٌ را خجم درایو چگُىٌ انا دارد

 

 در ضخانت ةٌ ىازک ٍای ةرش صُرت ةٌ ه کييد قعع x ندُر ةر عهُد صفداتی را جصم کيیم نی فرض

 خجم تُاىم نی چگُىٌ انا. ٍاشت ةرش ایو ٍای خجم نجهُع ةا ةراةر جصم خجم ،V ترتیب ایو ةٌ آهرىد

 ةراةر یعيی ، ةاطد ةراةر خداقل جصم ایو کٌ داریم نیل طع کيیم تعریف ا ر کٌ ظُر ٍر آهرد؟ ةرش یک

 ةزرگتر از داریم نیل ٍهچيیو. اشت نصاخت کهتریو ةا ةرش از نقععی شعح آن قاعدً کٌ ای اشتُاىٌ خجم

. اشت نصاخت ةیظتریو ةا ، ةرش از نقعع شعح قاعدً کٌ اشت ای اشتُاىٌ خجم ةراةر نقدار ایو کٌ. ىتاطد

 در ةازً ةيدی تقصیم ٍر ازای ةَع کٌ ةاطد داطتٌ نقداری خُاٍیم نی کيیم تعریف کٌ ظُر ٍر را V ةياةرایو

 هجُد قضیٌ ةياةر. ةاطد داطتٌ ةاید نقداری چٌ v کٌ گُید نی نا ةٌ دقیقا طرط ایو. کيد صدق ىاةراةری

 تا a از اىتگرال شُی ةٌ ةالا عتارت راشت ه چپ ظرف ٍای نجهُع. کيد نیل صفر شهت ةٌ کٌ هقتی اىتگرال

b ةخُاٍیم اگر ةياةرایو کييد نی نیل v ٌرا آن ةاید کيد صدق ةالا عتارت در د ةازً ةيدی تقصیم ٍر ازای ة 

 : کيیم تعریف چيیو

 

 : آید نی دشت ةٌ چيیيی xc=b تا x=a از اشت A(x) آن نقعع شعح نصاخت کٌ جصهی خجم

 لازم نراخل. ةاطد پیُشتٌ A(x) کٌ ىیصت لازم دارد هجُد اىتگرال کٌ نادام تعریف ایو از اشتفادً ةرای

 : از عتارتيد فُق تصاهی کهک ةٌ اجصام خجم نداشتٌ ةرای لازم عهلی

 . کظیم نی را آن ىهُىٌ نقعع شعح یک ه جصم طکل: 1 نرخلٌ

 . یاةیم نی را A(x: )2 نرخلٌ

 . کيیم نی نعیو را گیری اىتگرال خدهد: نرخلٌ

 . گیریم نی اىتگرال: 4 نرخلٌ

 دهراىی اجصام خجم

. دارد ىام دهراىی جصم آید نی هجُد ةٌ آن صفدٌ در هاقع ندُری خُل شعح ای ىاخیٌ دهران از کٌ جصهی

 جصم از ٍایی نقعع ع ةاطد x ندُر ٍهان دهران ندُر ه ةاطد x ندُر ه ىهُدار ةیو ای ىاخیٌ ىاخیٌ ایو اگر

 اشت آن طصعاع نجدهر ةراةر ، ىهُىٌ قرص یک نصاخت A(x. )اىد قرص صُرت ةَع عهُدىد x ندُر ةر کٌ

 : داریم اشت f(x) ةا ةراةر x در طعاع چُن



 

 . اید نی ةدشت زیر اىتگرال تُشط( x ندُر خُل دهران) دهراىی اجصام خجم ةالاخرً ه

 هاطرٍا کهک ةٌ خجم نداشتٌ

 شپس پُطاىیم نی ةاریکی نصتعیل ىُارٍای ةا کيد دهران اشت قرار کٌ را ای ىاخیٌ اةتدا شض.ره ایو در

 طکل. ةاطيد عهُد دهران ندُر ةر ىُارٍا اگر. کيیم نی خجم را ىُارٍا ایو دهران از خاصل ٍای طکل خجم

 طکل ةٌ دهران از خاصل اطکال ، ةاطيد نُازی دهران ندُر ةا ىُارٍا اگر. هاپرىد طکل ةٌ دهران از خاصل ٍای

 ریهاىی نجهُع ىُارٍا دهران از خاصل اجصام ٍای خجم نجهُع خالت ده ٍر در. اىد ای اشتُاىٌ ٍای پُشتٌ

 . اشت دهراىی جصم خجم ةراةر آن نقفدار کٌ اشت اىتگرالی ةا نتياظر

 هاطرٍا کهک ةٌ خجم نداشتٌ فرنُل

  ای اشتُاىٌ ٍای پُشتٌ کهک ةٌ خجم نداشتٌ

. ةاطيد نُازی ندُر آن ةا کيد نی دهران ندُر یک خُل کٌ ای ىاخیٌ زىدً تقریب نصتعیلی ىُارٍای اگر

 ةا کردن کار از آشاىتر ای پُشتٌ ةا کردن کار گاً. ةُد خُاٍيد ای اشتُاىٌ ٍای پُشتٌ طکل ةٌ اجصام

 .طُد ىهی دهم تُان جهلات طانل آىَا ةٌ نرةُط فرلهُل زیرا هاطرٍاشت


